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Resumen
Usando teor´ıa de grupos de Lie y transformaciones cano´nicas, construimos solucio-
nes expl´ıcitas de ecuaciones de Schro¨dinger no lineales con no linealidad modulada en
el espacio. Presentamos la teor´ıa general y apoyandonos en esta, estudiamos diferentes
ejemplos, presentando soluciones expl´ıcitas.
1. Introduccio´n
La ecuacio´n de Schro¨dinger no lineal (NLSE) es, en sus muchas versiones, uno de los
ma´s importantes modelos de la f´ısica matema´tica, con aplicaciones en diferentes campos
[19], como por ejemplo f´ısica de semiconductores [5, 15], o´ptica no lineal [12], foto´nica [11],
f´ısica del plasma [8], fundamentacio´n de la meca´nica cua´ntica [17], dina´mica de aceleradores
[9], teor´ıa del campo medio de condensados de Bose-Einstein [6] o dina´mica biomolecular
[7], por citar solo algunos ejemplos.
El estudio de este tipo de ecuaciones ha servido como catalizador para el desarrollo de
nuevas ideas, incluyendo conceptos matema´ticos tales como el de solito´n [20] o el desarrollo
de singularidades en ecuaciones en derivadas parciales [10, 18].
En los u´ltimos an˜os ha habido un gran interes por una variante de la ecuacio´n de
Schro¨dinger no lineal esta´ndar, la llamada ecuacio´n de Schro¨dinger no lineal con no linea-
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lidad inhomoge´nea (INLSE), que en una dimensio´n tiene la siguiente forma
iψt = −ψxx + V (x)ψ + g(x) |ψ|
2 ψ, (1)
ψ(x, 0) = ψ0(x), (2)
con x ∈ R, siendo V (x) un potencial externo y donde g(x) describe la modulacio´n espacial
de la no linealidad. Esta ecuacio´n surge en diferentes contextos f´ısicos, tales como o´ptica
no lineal y dina´mica de condensados de Bose-Einstein.
Aunque muchas soluciones exactas de la NLSE con no linealidad homoge´nea y sin po-
tencial externo (V = 0) se conocen desde hace tiempo, el problema de encontrar soluciones
exactas de la INLSE es bastante complicado.
En este trabajo, usando el me´todo de simetr´ıas de Lie, encontramos conjuntos de
potenciales V (x) y funciones g(x) para los que soluciones exactas de la ecuacio´n (1) pueden
ser calculadas. La idea ba´sica del me´todo de simetr´ıas de Lie es el estudio de las propiedades
invariantes de ecuaciones diferenciales bajo grupos continuos de transformaciones. Este
me´todo ha sido aplicado con e´xito a diferentes ecuaciones, como por ejemplo, ecuaciones
diferenciales que modelan osciladores anarmo´nicos [13, 14] y ecuacion de Madelung, que
surgen en la dina´mica de fluidos [1]. Para un trabajo mas detallado y completo que el que
aqui se presenta, se pueden consultar las referencias [2, 3].
2. Teor´ıa general de simetr´ıas de Lie
En este articulo, nos proponemos buscar soluciones estacionarias localizadas de la
ecuacio´n (1), que tienen la siguiente forma
ψ(x, t) = φ(x)e−iλt, (3)
y que satisfacen el siguiente problema de autovalores no lineales
−φxx + V (x)φ+ g(x)φ
3 = λφ, (4a)
φ(±∞) = 0. (4b)
La ecuacio´n (4a) es equivalente a
−φxx + f(x, φ) = 0, (5)
con f(x, φ) = V (x)φ + g(x)φ3 − λφ. Por definicio´n [4, 16], una ecuacio´n diferencial de
segundo orden A(x, u, u′, u′′) = 0 posee un grupo de Lie de transformaciones puntuales o
una simetr´ıa puntual de Lie de la forma
M = ξ(x, u)∂/∂x + η(x, u)∂/∂u, (6)
si la accio´n de la segunda extensio´n de M , M (2) sobre A es igual a cero, es decir
M (2)A(x, u, u′, u′′) =
[
ξ(x, u)
∂
∂x
+ η(x, u)
∂
∂u
+
η(1)(x, u)
∂
∂u′
+ η(2)(x, u)
∂
∂u′′
]
A(x, u, u′, u′′) = 0, (7)
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donde se satisface A(x, u, u′, u′′) = 0, y con η(k)
η(k)(x, u, u′, u′′, ..., uk) =
Dη(k−1)
Dx
− uk
Dξ(x, u)
Dx
, k = 1, 2, ... (8)
donde η(0) = η(x, u) y D/Dx es la derivada total. En nuestro caso, A(x, φ, φx, φxx) viene
dada por
A(x, φ, φx, φxx) = −φxx + V (x)φ+ g(x)φ
3 − λφ, (9)
y la accio´n del operador M (2) sobre A(x, φ, φx, φxx) lleva a una ecuacio´n polino´mica en
φx. Igualando los coeficientes de las potencias de φx, se obtiene
ξφφ = 0, (10a)
ηφφ − 2ξφx = 0, (10b)
2ηxφ − ξxx − 3fξφ = 0, (10c)
ηxx − ξfx − ηfφ + ηφf − 2ξxf = 0. (10d)
Solucionando estas ecuaciones, encontramos que la u´nica simetr´ıa puntual de Lie de la
ecuacio´n (4a) es de la forma
M = b(x)
∂
∂x
+ c(x)φ
∂
∂φ
, (11)
donde
g(x) = g0b
−3e−2C
R
x
0
1/b(s)ds, (12a)
c(x) = 12b
′(x) + C, (12b)
c′′(x)− b(x)V ′(x)− 2b′(x) (V (x)− λ) = 0, (12c)
para alguna constante C. Las ecuaciones (12) nos permiten construir pares {V (x), g(x)}
para los cuales existe la simetria de Lie. As´ı, dado uno de los dos, g(x) o V (x), podemos,
en principio, elegir el otro para que se satisfagan las ecuaciones (12).
3. Transformaciones cano´nicas e invariantes.
Es conocido [13], que la invariancia de la energ´ıa esta´ asociada a la invarianc´ıa trans-
lacional. El generador de esta transformacio´n es de la forma M = ∂/∂X. Para usar este
hecho, definimos la siguiente transformacio´n
X = f(x), U = n(x)φ, (13)
donde f(x) y n(x) sera´n determinados requiriendo que una ley de conservacio´n de tipo
energ´ıa M = ∂/∂X exista en las variables cano´nicas. Usando la ecuacio´n (13) se tiene
∂
∂φ
= n(x)
∂
∂U
, (14)
∂
∂x
= n′(x)φ
∂
∂U
+ f ′(x)
∂
∂X
. (15)
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Sustituyendo las expresiones (14) y (15) en las ecuacio´n (11) e imponiendo la condicio´n
M = ∂/∂X, se obtienen las siguientes ecuaciones
f ′(x)b(x) = 1, (16)
b(x)n′(x) + c(x)n(x) = 0. (17)
Finalmente, sustituyendo la ecuacio´n (12b) en (17), e integrando, se obtiene
f(x) =
∫ x
0
1
b(s)
ds, (18a)
n(x) = b(x)−1/2e−C
R
x
0
1/b(s)ds. (18b)
Se puede escribir ahora la ecuacio´n (4a) en te´rminos de las coordenadas cano´nicas U y X,
−
d2U
dX2
− 2C
dU
dX
+ g0U
3 − EU = 0, (19)
con
E = (λ− V (x)) b(x)2 − 14b
′(x)2 + 12b(x)b
′′(x) + C2. (20)
La ecuacio´n (19) es la ecuacio´n de Duffing, que sirve para modelizar las oscilaciones no
lineales. Es inmediato probar que la cantidad E, que viene dada por la ecuacio´n (20) es
una constante del movimiento.
Cuando C = 0, las transformaciones anteriores preservan la estructura Hamiltoniana,
ya que la transformacio´n cano´nica es simple´ctica. En ese caso, la ecuacio´n (19) queda de
la siguiente forma
−
d2U
dX2
+ g0U
3 = EU. (21)
Eliminando c(x) de las ecuaciones (12), obtenemos
g(x) = g0/b(x)
3, (22)
junto con la siguiente ecuacio´n, que relaciona b(x) y V (x)
b′′′(x)− 2b(x)V ′(x) + 4b′(x)λ− 4b′(x)V (x) = 0. (23)
Al ser E constante, esto significa que en las nuevas variables, obtenemos la ecuacio´n de
Schro¨dinger no lineal sin potencial externo y con una no linealidad homoge´nea.
Por supuesto, no todas las elecciones posibles de V (x) y g(x) conducen a la existencia
de una simetria de Lie o a una transformacio´n cano´nica apropiada, ya que V (x) y g(x)
esta´n ligadas por las ecuaciones (12). Este hecho impone algunas restricciones obvias, como
el que b(x) tiene que ser diferenciable y positiva.
Muchas soluciones de la ecuacio´n (21) son conocidas. En este trabajo, para los ejemplos
de la siguiente seccio´n, usaremos las siguientes soluciones:
U1(X) = η
sn(µX, k)
dn(µX, k)
,
(
E = µ2(1− 2k2), g0 = −
2µ2k2(1− k2)
η2
)
, (24)
U2(X) = η
1
cosh(µX)
,
(
E = −µ2, g0 = −
2µ2
η2
)
, (25)
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con 0 ≤ k ≤ 1. Queremos recalcar que se pod´ıa haber escogido cualquier otra solucio´n de
(21) para lo que sigue, con lo que se vislumbra la amplitud del me´todo, ya que para cada
solucio´n de la ecuacio´n (21), obtendr´ıamos una solucio´n de la ecuacio´n (4a).
La idea, entonces, para construir soluciones de la ecuacio´n (4a), a partir de soluciones
de la ecuacio´n (21), es la siguiente:
Escogemos una funcio´n b(x) positiva y diferenciable. Ayudandonos de la ecuacio´n (23)
podemos obtener el valor del potencial V (x). Utilizando la ecuacio´n (22), podemos obtener
la funcio´n g(x). Finalmente, utilizando (13) y (18b), obtenemos que las soluciones de la
ecuacio´n (4a), para C = 0, vienen dadas por
φ(x) = b1/2(x)U(X(x)), (26)
con
X(x) =
∫ x
0
1
b(s)
ds (27)
4. Dos ejemplos concretos como aplicacio´n de la teor´ıa ge-
neral
Ejemplo 1:
Tomemos b(x) = cosh(x). Usando las ecuaciones (20) y (23), para C = 0, obtenemos
V (x) = λ+
1
4
+
(
1
4
− E
)
1
cosh2(x)
. (28)
Adema´s, usando la ecuacio´n (22), g(x) viene dado por
g(x) =
g0
cosh3(x)
, (29)
con X(x) dado por
cosX(x) = − tanhx, (30)
donde 0 ≤ X ≤ pi. Se tiene que la no linealidad g(x) es una funcio´n localizada, ya que
g(x) → 0, cuando |x| → ∞. Este tipo de no linealidades son importantes desde el punto
de vista f´ısico.
Ahora, cualquier solucio´n U de la ecuacio´n (21) da una solucio´n (26) de la ecuacio´n
original (4a). Podemos escoger la solucio´n U1(X) que viene dada por (24). Usando la regla
de L’Hopital, es sencillo comprobar que la solucio´n
φ(x) = b1/2(x)U1(X(x)), (31)
es una o´rbita homoclina a cero, que llamaremos solito´n brillante, de la ecuacio´n original
(4a).
En la figuras 1(a) y (b), hemos dibujado diferentes soluciones de la ecuacio´n (21),
(figura 1 (a)), y de la ecuacio´n (4a), (figura 1 (b)), para diferentes valores de E y g0.
El caso E = 1/4 es un caso especial, ya que V (x) es una constante para este valor de
E. Este caso ha sido estudiado en [2].
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Figura 1: Soluciones de las ecuaciones (a) (21) y (b) (4a), para diferentes valores E = 0,15,
g0 = −1 (linea azul) y E = −0,75, g0 = −1 (linea roja rayada). Se realiza la transformacio´n
(26) para las soluciones de la ecuacio´n (21), mostradas en la figura 1(a) y se obtienen las
soluciones de la ecuacio´n (4a) mostradas en la figura 1(b).
Ejemplo 2:
Tomemos ahora la siguiente funcio´n b(x) = α/
√
1 + βx2, con α, β > 0. Sustituyendo
en (22), obtenemos
g(x) =
g0
α3
(1 + βx2)3/2, (32)
y usando la ecuacion (23), se obtiene
V (x) =M(1 + βx2) +
1
4
3βx2 − 2β + 4λ+ 8λβx2 + 4λβ2x4
(1 + βx2)2
, (33)
siendo M una constante positiva. Aunque la expresio´n de V (x) parece complicada, real-
mente es un potencial cuasi-armo´nico, y satisface V (x) ∼ x2 para valores grandes de x.
Ademas, V (x) es un potencial armo´nico con un te´rmino perturbativo acotado, Fig. 2(a).
Para la funcio´n g(x) que acompan˜a al te´rmino no lineal en la ecuacio´n (4a), e´sta satisface
g(x) ∼ x2 para x≪ 1 y g(x) ∼ x3 para x≫ 1.
Usando la ecuacio´n (20), se obtiene que E = −α2M . Si tomamos g0 < 0, obtenemos
la ecuacio´n de Schro¨dinger no lineal con te´rmino no lineal atractivo, esto es, la ecuacio´n
(21).
Si escogemos como solucio´n de la ecuacio´n (21) la solucio´n dada por (24), obtenemos
la siguiente solucio´n para la ecuacio´n (4a)
φ(x) = b(x)1/2U2(X(x)). (34)
con U2(X) dada por
U2(X) =
√
2E
g0
1
cosh(
√
|E|X)
. (35)
y siendo X(x)
X(x) = x
√
1 + βx2/(2α) + sinh−1(
√
βx)/(2α
√
β) (36)
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Figura 2: (a) Potencial cuasi-armo´nico para M = 1, λ = 1 y (i) β = 0,5 (linea azul) y
(ii) β = 2,5 (linea roja rayada). (b) Soluciones de la ecuacio´n (4a) para α = 1, g0 = −1,
M = 1 y (i) β = 0,5 (linea azul) y (ii) β = 2,5 (linea roja rayada)
En la figura 2(b), se pueden observar diferentes soluciones de la ecuacio´n (4a) para distintos
valores del para´metro β.
5. Conclusiones
En este trabajo, se ha utilizado el me´todo de simetr´ıas de Lie para encontrar soluciones
exactas de la ecuacio´n de Schro¨dinger no lineal con no linealidad inhomoge´nea. Se ha
introducido el marco general de la teor´ıa de Lie y se han presentado dos ejemplos concretos
como aplicaciones a esta teor´ıa.
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